
  1محاضرة رقم 

 

  :التوزيعات الاحتمالية - 2

  التوزيعات الاحتمالية المنفصلة: - أ  

دث احتمال وقوع حهو أحد التوزيعات الاحتمالية المنفصلة. ويستخدم لإيجاد  :التوزيع الثنائي �

ويرمز لهذا  - من المحاولات لنفس التجربة،  nمن بين  xمعين (نجاح) عددا من المرات مقداره

  عندما تتحقق الشروط التالية: – P(X)الاحتمال بـ

  هناك فقط ناتجان ممكنان ومتنافيان لكل محاولة. �

  مستقلة عن بعضها البعض. nالمحاولات وعددها  �

، ثابت ولايتغير من محاولة لأخرى،وبالتالي احتمال الفشل  pاحتمال وقوع الحدث المعين(النجاح) �

Pqثابت ويساوي: −=  ، فيكون: 1

   

  

npX                                                                      ويكون متوسط التوزيع الثنائي:  =   

  وانحرافه المعياري:   

                                                                 npq=δ        

، يكون التوزيع p>5.0، فإن التوزيع الثنائي يكون متماثلا، وإذا كان  p=5.0 إذا كان :1ملاحظة  

  يكون التوزيع ملتويا إلى اليسار. p<5.0ملتويا إلى اليمين، وإذا كان 

فإن حساب الاحتمالات يكون معقدا، و لهذا أعد  xكبيرة نسبيا وكذلك   nإذا كانت  :2ملاحظة 

  الإحصائيون جداول خاصة تعطي تلك الاحتمالات بسهولة.

                                            .   B(n,p)   و بالتالي يرمز له اختصارا بـ pو nإن التوزيع الثنائي يتعلق بوسطين هما   
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تكرار من الجدول نتبع الخطوات التالية على افتراض أن  nضمن  mالقيمة  Xمال أن تأخذ ولإيجاد احت  

30.0,10?,)6( ==== pnxP :  

  . nنبحث عن الجدول الموافق لقيمة  �

  . p=0.3ن العمود الموافق لقيمة نبحث  ع �

   x=6نبحث عن السطر الموافق لـ �

  يقع الاحتمال المطلوب. x=6والسطر الموافق لـ  p ء العمود الموافق لـعند التقا

0368.0)6( ==XP.  

طلقات على  5فإذا أطلق  ℅85لوحظ لفترة طويلة أن صيادا يصيب الهدف باحتمال  :4مثال  

  ،فماهو احتمال :الهدف

  إصابة الهدف مرتين فقط؟ �

  إصابة الهدف مرتين على الأكثر؟ �

 مرات على الأكثر؟ 4إصابة الهدف مرتين على الأقل و �

لعدد الإصابات ضمن  X نلاحظ من شروط المسألة بأا تحقق خواص التجربة الثنائية، وبالتالي إذا رمزنابـ 

n=5  رميات فإنX  .يخضع للتوزيع الثنائي  
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تدعى متتالية الحوادث التي تقع واحدة تلو الأخرى في لحظات زمنية بتدفق   توزيع بواسون: �

الحوادث، فمثلا تدفق المكالمات على مركز هاتفي، تدفق حوادث المرور على طريق ما، تدفق 

  الطائرات على مطار معين.

  ويدعى تدفق الحوادث بالتدفق البسيط إذا حقق الشروط التالية:    

(أي مستقل  يتعلق فقط بطول هذه الفترة  tمن الحوادث خلال فترة زمنية  احتمال وقوع أي عدد �

حادثا خلال الفترة  n لاحتمال وقوع  mP(t)عن بداية واية الفترة) وهذا ما يسمح لنا بأن نرمزبـ 

  . ..……m=0,1حيث أن  tالزمنية 

الحوادث التي وقعت احتمال وقوع أي عدد من الحوادث خلال أي فترة زمنية، مستقل عن عدد  �

  قبل بداية تلك الفترة (غياب التأثير المتتالي).

  لا متناهية في الصغر يساوي الصفر. tاحتمال وقوع حدثين أو أكثر خلال فترة زمنية  �

 لعدد حوادث التدفق البسيط خلال فترة زمنية Xإذا تحققت شروط التدفق البسيط الواردة سابقا، ورمزنا بـ   

t  ثانية، أو دقيقة، أو ساعة، أو أسبوعا........)فعندئذ فإن التوزيع الاحتمالي لهذا (يمكن أن تكون

  المتحول يخضع لتوزيع بواسون والذي يعرف بالعلاقة التالية:
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  حيث:

� m=X .العدد المعين من الحوادث:  

� P(X=m)  احتمال وقوع عدد :X .من الحوادث  

� λ .متوسط عدد الحوادث في وحدة الزمن :  

� e   2.71828:أساس اللوغاريتمات الطبيعي، أو.  



  λ=Xويكون متوسط توزيع بواسون:   

λδوانحرافه المعياري:   =  

λδوهكذا نرى أن:    == 2
X  

  وهذه خاصية مميزة لتوزيع بواسون.  

أعدت جداول خاصة بذلك ، حيث يتضمن السطر الأول قيم  mP(t)ولإيجاد قيم توزيع بواسون أي   

ولقيمة  λ. ولاستخراج قيمة توزيع بواسون المقابلة لقيمة معينة للوسيط m، والعمود الأول قيم  λالوسيط 

  . mوالسطر الموافق لقيمة  λنبحث عن العدد الواقع على نقطة تقاطع العمود الموافق لقيمة  mمعينة لـ 

بين الساعة الثانية والساعة الرابعة زوالا كان متوسط عدد المكالمات الهاتفية في الدقيقة في لوحة  :5مثال

  . أوجد احتمال أنه خلال دقيقة واحدة سيكون هناك: 2.5هاتف شركة معينة هو

  ولا مكالمة. �

  مكالمة واحدة. �

  مكالمتين. �

  مكالمات. 3 �

  أو أقل. 4 �

  طلبات مكالمة. 6أكثر من  �

X  ،عدد المكالمات الهاتفية=t ،دقيقة =λ =2.5   

  يخضع لتوزيع بواسون. Xخلال الفترة المفروضة 
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  :توزيع بواسون كتقريب للتوزيع الثنائي �

بالإضافة إلى استخدامات توزيع بواسون التي سبق ذكرها، فإن لهذا التوزيع استخداما شائعا آخر يتمثل   

  في أنه تقريب جيد للتوزيع الثنائي وذلك عند توفر الشروط التالية:

  .n>30إذا كانت  �

  .P<0.01إذا كان  �

.5و   n≤30وكقاعدة عملية يستخدم توزيع بواسون عندما تكون   <pn :عندئذ،np=λ .  

آلة تعمل بشكل مستقل. إذا كان احتمال توقف آلة في أي لحظة  1000يتألف مركب من  :6مثال   

  فأوجد احتمال تعطل ثلاث آلات خلال هذه الفترة.، 0.002زمنية يساوي 

تكرارا  n=1000آلة تعمل بشكل مستقل(بعبارة أخرى لدينا  1000من شروط المسألة نجد بأنه لدينا   

أي  ‰ 0.2مستقلا). واحتمال توقف الآلة خلال الفترة الزمنية المفروضة (احتمال النجاح)ثابت ويساوي 

  ، فإن هذا المتحول يخضع  لتوزيع ثنائي: tلعدد الآلات المعطلة خلال الفترة الزمنية  Xإذا رمزنابـ 
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)إن حساب    )3=XP  وفق التوزيع الثنائي يحتاج إلى عمليات حسابية طويلة، وبالتالي يفضل التفكير

  بتوزيع بواسون:
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  ⇒توزيع بواسون كتقريب للتوزيع الثنائي 
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  :التوزيعات الاحتمالية المتصلة -بـ    

: يعتبر التوزيع الطبيعي من أهم التوزيعات الاحتمالية المستمرة ، وأكثرها استخداما التوزيع الطبيعي �

  نذكر منها: في نظرية الاحتمالات والإحصاء الرياضي نظرا لعدة اعتبارات

في الكثير من الحالات التطبيقية: اجتماعية، أو اقتصادية، أو غيرها يكون توزيع المتغيرات العشوائية  �

  طبيعيا، كطول الإنسان، وعمره، ووزنه، أو عمر مصباح كهربائي.

، تنتهي إلى هذا التوزيع عندما تتوفر متصلةكانت، أو منفصلةمعظم قوانين التوزيعات الاحتمالية،  �

  روط معينة.ش

إن اختبارات الفروض الإحصائية، ومجالات الثقة التي يحتمل أن تتضمن القيمة المتوقعة للمتغير  �

  العشوائي، يعتمد في تحديدها على التوزيع الطبيعي.

وإذا كان الاحتمال في حالة المتغير المنفصل يمثل على شكل أعمدة، فإنه في هذه الحالة، تكون   

درج كحالة وسيطة ثم تأخذ شكل منحنى، هذا الأخير هو تابع الكثافة حيث الاحتمالات على شكل م

( ) 1=∫ dxxf
b

a
 )f(x) .(يعطي شكل المنحنى  

  وقانون التوزيع الطبيعي يعرف بالعلاقة الرياضية التالية:  
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  حيث:  



� X  اليمثل المتغير العشوائي الطبيعي وهو معرف ضمن ا :]-∞,∞[ .  

� δ .الانحراف المعياري للتوزيع:  

� X .الوسط الحسابي للتوزيع :  

  . 3.1416: عدد ثابت ويساوي  ∏ �

  ويمتاز هذا التوزيع بالخصائص التالية:  

  المنحنى الطبيعي متماثل تماما حول الوسط الحسابي. �

  الوسط الحسابي =الوسيط =المنوال . �

  من المساحة الكلية.  ℅δ±X 68.25تحت المنحنى الطبيعي بين  تمثل المساحة الواقعة �

  . ℅δ2±X 95.45تشكل المساحة الواقعة تحت المنحنى الطبيعي بين  �

  .℅ 99.73بـ  δ3±Xتقدر المساحة الواقعة تحت المنحنى الطبيعي بين  �

  .℅100أي  1إن المساحة الكلية المحصورة تحت المنحنى الطبيعي  تساوي  �

  أما الشكل البياني لتوزيع طبيعي عام فيأخذ الصورة التالية:  
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 : تصادفنا في الحياة العملية عدة ظواهر، كل منها يؤلف توزيعا طبيعيا، التوزيع الطبيعي المعياري �

ولكن تختلف فيما بينها إما من حيث الوسط الحسابي، أو من حيث مقدار التشتت حول الوسط  �

  الحسابي.

  والشكلان التاليان يوضحان ذلك:  

    

  

  

  ثلاثة منحنيات طبيعية متساوية بالوسط الحسابي ومختلقة في التشتت.  

  

  

  



               X 1 X 2 X 3  

  ثلاثة منحنيات طبيعية متساوية في التشتت ومختلفة من حيث الوسط الحسابي.  

طبيعي موحد يطلق عليه  عولتسهيل العمل نقوم بتحويل جميع التوزيعات الطبيعية التي تصادفنا إلى توزي  

  .δ=1و X=0اسم التوزيع الطبيعي المعياري وهو توزيع طبيعي يكون فيه 

  .)Z) إلى توزيع طبيعي قياسي  (بوحدات Xويمكن تحويل أي توزيع طبيعي(بوحدات   

 وتابع كثافة التوزيع الطبيعي المعياري معطى بالشكل التالي:  

  

 Zإلى قيم  Xولإيجاد الاحتمالات(المساحات) في مسائل تحتوي على التوزيع الطبيعي ،فإننا نحول أولا قيم   

المناظرة حيث:
δ

XX
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  ، ثم نبحث عن قيم هاته الأخيرة في الجداول الخاصة ا، أي أن: =−
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  السالبة نطبق العلاقة التالية: Zومن أجل قيم    

( ) ( ) ( ) ( )zzzz ZPZP
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  أما:  

  

)()()(                        و :                                            
0110 zzzz ZP φφ −=<<  

)ولاستخراج قيم    )Zφ )0من جدول توزيع طبيعي معياري نتبع الخطوات التالية≥Z:(  

  المطلوبة. Zالمؤلفة من عدد صحيح ورقم واحد بعد الفاصلة عن قيمة  Zنبحث في عمود قيم  �
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  . Zنبحث في السطر الموافق للرقم التالي بعد الفاصلة في قيمة  �

(عدد صحيح ورقم بعد الفاصلة) والعمود الموافق للرقم  Zلموافق لقيمة  إن نقطة تقاطع السطر ا �

)تشتمل على قيمة تابع التوزيع Zالتالي بعد الفاصلة لـ   )Zφ  المقابلة للقيمة المفروضة لـZ .  

، فأوجد  δ=10و X=100خاضعا لتوزيع طبيعي بالوسطين  X:إذا كان المتحول العشوائي  7مثال   

)احتمال  )115<XP  و( )10090 << XP.  
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يستخدم التوزيع الطبيعي كتقريب للتوزيع الثنائي    :للتوزيع الثنائي و توزيع بواسونالتوزيع الطبيعي كتقريب  

  عندما تتوفر الشروط التالية:

� 30≥n .  

� 5. >pn.  

� 5. >qn.  

  .  λ≤10و يستعمل كتقريب لتوزيع بواسون عندما تكون   

ؤهلام . ممن الطلاب الملتحقين بالكليات يحصلون على  60%تشير الخبرة الماضية إلي أن : 8مثال  

  طالبا مختارين عشوائيا من الملتحقين حديثا سوف يحصل: 30أوجد احتمال أنه من بين 

  طالبا على المؤهل. 20أكثر من  - أ  

 طالبا أو أكثر على المؤهل. 20 - بـ  
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  استخدام التوزيع الطبيعي كتقريب للتوزيع الثنائى.   

)5.20(المطلوب هوإيجاد   ⇐معاملة عدد الطلاب كمتغير متصل  - أ   >XP .  
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)5.19المطلوب هو إيجاد  ⇐معاملة عدد الطلاب كمتغير متصل  - بـ   ≥XP   
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مرة بقيمة أقل ومرة بقيمة أكبر من القيمة الحقيقية  Xمن خلال المثال نلاحظ أننا عوضنا قيمة  ملاحظة:  

، وتعتبر هذه العملية تصحيحا للمرور من التوزيع الثنائي أو توزيع بواسون نحو التوزيع الطبيعي،  0.5بـ  Xلـ 

  وهذا التصحيح له دلالة كبيرة في الحسابات ، وسوف نجري عملية التصحيح في كل الحالات التالية:

� ( )X i
XP   . iXمن  0.5ننقص  ⇐≤

� ( )X i
XP   . iXمن  0.5ننقص  ⇐>

� ( )X i
XP   . iXإلى  0.5نضيف  ⇐≥

� ( )X i
XP   . iXإلى  0.5نضيف  ⇐<

مكالمات من قبل العملاء لتصليح آلام خلال  10: تستقبل ورشة لتصليح الآلات في المتوسط  9مثال  

  مكالمة. 15ساعات. أحسب احتمال أن تستقبل الورشة خلال نفس المدة أكثر من  8مدة تقدر بـ 

=⇒استخدام التوزيع الطبيعي كتقريب لتوزيع بواسون    10λ .  
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  رميات لعملة متوازنة. 6صور في  4أوجد احتمال الحصول على  :1مثال   
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في  5 :1تشير الخبرة الماضية إلى أنه في المتوسط، يساوي عدد الحوادث على الطريق الوطني رقم  :2مثال 

  حوادث مرور خلال أسبوع؟ 3الأسبوع. فماهو احتمال وقوع 

=5λ ،X  ،عدد حوادث المرور خلال أسبوع معين=t أسبوع=⇐X .يخضع لتوزيع بواسون  

( ) ...........2,1,0:.
!

55 == −
m

m
t eP

m

m
  

( ) 1404.0.
!3

5

3

3

5 == −
eP t  

)لتكن  :3 مثال )1,0NZ )والمطلوب إيجاد:  ∋ )50.2<ZP ،( )75,0>ZP  ،( )75.0−<ZP.  

  

( ) ( ) ( ) 2266.07734.0175.0175.0175,0 =−=−=<−=> φZPZP  

  

حيث  6طالب، تتوزع توزيعا طبيعيا، وكان المعدل العام لهؤلاء الطلبة  400إذا فرضنا أن علامات  :1تمرين 

  ، ماهو عدد الطلبة الذين حصلوا على معدل محصور بين:1،  والانحراف المعياري 10العلامة من 

  ؟ )4و  5(،  )7و  8(، )5و  7( 

±⇒⇒ )5و7(نسبة الطلبة الذين حصلوا على %25.681δX  

=⇒  )5و7(عدد الطلبة الذين حصلوا على 273
100

25.68
.400   

±⇒⇒ )4و8(نسبة الطلبة الذين حصلوا على  %45.952δX  

( ) 9938.050.2 =<ZP

( ) ( ) 2266.07734.0175.0175.0 =−=<−=−< ZPZP



+==⇒ 8نسبة الطلبة الذين حصلوا على  %725.47
2

%45.95
2δX  

+==⇒ 7نسبة الطلبة الذين حصلوا على  %125.34
2

%25.68
1δX   

) )7و8(نسبة الطلبة الدين حصلوا على  ) ( ) ⇒=−=+−+ %60.13%125.34%725.4712 δδ XX  

=⇒ )7و8(عدد الطلبة الدين حصلوا على 54
100

6.13
.400  

=⇒ )4و5(عدد الطلبة الدين حصلوا على 54
100

6.13
.400  

تزيد  50وانحرافه المعياري    100وحدة في توزيع طبيعي وسطه الحسابي  160إذا علمت أن  : 2 تمرين  

  . 200قيمتها عن 

  .200و  150أحسب عدد الوحدات التي تقع قيمتها بين  - أ  

  .180و  120أحسب عدد الوحدات التي تقع قيمتها بين  - بـ  

  .140و  80أحسب النسبة المئوية للوحدات التي تقع قيمتها بين  -جـ  

)()()150()200(200150(
12 zzFFXP φφ −=−=≤≤   

     8413.0)1( =φ                      1
50

100150
1

=−=z  

                             9772.0)2( =φ   

  

  

إذا العدد ،الاحتمال Xتساوي العدد الكلي  200و  150عدد الوحدات التي تقع قيمتها بين   

  الاحتمال./الكلي=العدد الجزئي

0228.09772.01)2(1)200(1)200( =−=−=<−=> φXPXP  

العدد الكلي = 
0228.0

160
7018 =   

2
50

100200
2

=−=z

1359.08413.09772.0)200150( =−=≤≤ XP



    0.1359X 7018 =954= 200و 150عدد الوحدات التي تقع قيمتها بين 

  

 6554.0)4.0( =φ                             

9452.0)60.1( =φ 60.1
50

100180
4

=−=z  

2898.06554.09452.0)180120( =−=≤≤ XP  

=×=العدد                                                                            70182898.02034  

)()()80()140()14080(
56 zzFFXP φφ −=−=≤≤

  

    

3446.06554.01)4.0( =−=−φ  

7881.0)8.0( =φ  8.0
50

100140
6

=−=z  

%444435.03446.07881.0)14080( ==−=≤≤ XP  

 78تتوزع درجات امتحان نصف العام في مادة الإحصاء لفصل دراسي، طبيعيا بوسط حسابي   :3تمرين

من الطلاب. ماهو الحد الأدنى  ℅10لنسبة  A، ويريد الأستاذ أن يعطي تقدير 8وانحراف معياري 

 في امتحان نصف العام؟ Aللدرجات الذي يعطي تقدير 

     

��� ≥ �� = 0.10 ⟹ 1 − ��� < �� = 0.10 ⟹ 1 − ��� < �� = 0.10 ⟹ 

1 − ∅��� = 0.10 ⟹ 0.90 = ∅��� 

  :Z=1.28تقابل  0.90من جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد أن أقرب قيمة لـ   

⇒≈⇒−=⇒
−=⇒=−= 887824.10
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28.128,1 XX

XXX
Z

δ
  

  في امتحان نصف العام. Aتمثل الحد الأدنى للدرجات الذي يعطي تقدير   
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  : التوزيع الثنائي:1الجدول رقم 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 الجدول رقم 2:توزيع بواسون

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 جدول رقم 3: التوزيع الطبيعي المعياري

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


